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PROPAGATION D’IMPULSIONS LASER ULTRACOURTES DANS UN CRISTAL
NON LINE´AIRE.
Olivier Saut1 and Antoine Bourgeade2
Abstract. In this paper, we present a mathematical model for ultrashort pulses propagation in
nonlinear optical crystals. For ultrashort pulses, classical models based on the slowly varying envelope
approximation are no longer relevant. The microscopic model based on the Maxwell-Bloch model, that
we present, can accurately describe the wave-propagation while accounting for dispersive nonlinearities.
We will describe this model and its numerical discretization in two dimensions of space. Finally, we
perform two numerical experiments.
Re´sume´. Dans cet article, nous pre´sentons un mode`le mathe´matique pour l’e´tude de la propaga-
tion d’impulsions ultra-courtes dans les cristaux non-line´aires. Pour des impulsions ultra-courtes, les
mode`les classiques base´s sur l’approximation de l’enveloppe lentement variable ne sont plus adapte´s.
Nous de´crivons un mode`le microscopique base´ sur les e´quations de Maxwell-Bloch qui peut de´crire
pre´cise´ment l’interaction lumie`re-matie`re en tenant compte de la dispersion de la re´ponse non-line´aire
du milieu a` la lumie`re. Un sche´ma nume´rique adapte´ sera ensuite de´crit. Nous finirons par quelques
expe´riences nume´riques.
Mathematics Subject Classification. 78A60, 81V80.
Introduction
Les sources lasers modernes sont capables de produire des impulsions de plus en plus courtes. Des dure´es
de l’ordre de quelques femto-secondes (10−15s) peuvent de´sormais eˆtre atteintes. Pour de telles impulsions,
l’hypothe`se d’enveloppe lentement variable, qui est a` la base de nombreux mode`les macroscopiques en optique
non-line´aire, n’est plus valide. C’est par exemple le cas des mode`les base´s sur des e´quations de Schro¨dinger
non-line´aires qui sont couramment utilise´s. Pour pouvoir e´tudier pre´cise´ment la propagation de ces impulsions
courtes, il est donc ne´cessaire de de´velopper de nouveaux mode`les mathe´matiques. Dans cet article, nous allons
pre´senter un mode`le semi-classique adapte´ a` l’e´tude de la propagation d’impulsions courtes. Dans ce mode`le,
la lumie`re est mode´lise´e au niveau classique et la matie`re au niveau quantique.
Nous nous inte´ressons en particulier a` la propagation de faisceaux laser dans des cristaux optiques non-
line´aires. Dans ces cristaux, la re´ponse non-line´aire du mate´riau au passage de l’onde ne peut pas eˆtre ne´glige´e
et peut modifier fortement l’impulsion lumineuse. Ces cristaux ont de nombreuses applications pratiques et
quotidiennes comme par exemple pour la conversion de fre´quence.
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Dans de nombreux mode`les macroscopiques, on mode´lise la re´ponse d’un mate´riau a` une impulsion lumineuse
a` l’aide d’un terme de polarisation qui perturbe la propagation. Cette polarisation est de´compose´e en somme
de puissances du champ e´lectrique dont on ne retient ge´ne´ralement que les ordres line´aire et quadratique
(ce qui ne permet pas de rendre compte de l’effet de saturation). Les coefficients de ce de´veloppement sont
appele´s les susceptibilite´s optiques. En toute ge´ne´ralite´, ces coefficients de´pendent du spectre de l’onde incidente.
Cependant, pour des impulsions longues, cette de´pendance est fre´quemment ne´glige´e : la re´ponse du mate´riau
au passage de l’onde est la meˆme pour toutes les fre´quences.
Pour des impulsions courtes, la largeur du spectre de l’impulsion impose de conside´rer la de´pendance
fre´quencielle des susceptibilite´s optiques. L’ajout d’une dispersion de la line´arite´ est classique [9]. Cependant,
l’ajout d’une non-line´arite´ quadratique a` un mode`le de Maxwell non-line´aire n’est pas une taˆche aise´e [2, 3].
Dans [1], nous avons de´veloppe´ un mode`le plus adapte´ pour la propagation d’impulsions ultra-courtes dans
un cristal non-line´aire. Ce mode`le semi-classique est base´ sur les e´quations de Maxwell-Bloch. Les e´quations
de Maxwell de´crivent le comportement de la lumie`re au niveau macroscopique tandis que l’e´volution du cristal
est de´crite au niveau quantique par les e´quations de Bloch. La polarisation, qui de´crit l’interaction lumie`re-
matie`re, est calcule´e a` partir de grandeurs microscopiques du cristal et tient compte de la dispersion de toutes
les non-line´arite´s (en particulier on n’utilise plus un de´veloppement en puissance du champ e´lectrique).
Le plan de cet article est le suivant. Dans la section 1, nous pre´senterons plus en de´tail le mode`le de
Maxwell-Bloch [1]. Dans la section 2, nous de´crirons un sche´ma nume´rique de´veloppe´ pour e´tudier ce mode`le en
dimension deux d’espace. Enfin, dans la section 3, nous pre´senterons quelques simulations nume´riques montrant
la pre´cision du mode`le.
1. Pre´sentation du mode`le conside´re´
De´crivons a` pre´sent le mode`le de Maxwel-Bloch. Dans ce mode`le semi-classique, le faisceau laser est de´crit
au niveau macroscopique par les e´quations de Maxwell, c’est l’objet de la section 1.1. Le cristal est mode´lise´ au
niveau quantique comme on le verra dans la section 1.2. Il est donc ne´cessaire de disposer d’informations sur la
structure quantique du cristal, ce qui n’est pas imme´diat comme on le verra dans la section 1.3.
1.1. Description de la lumie`re
Dans la suite, une impulsion lumineuse sera de´crite par le couple de l’induction e´lectrique et du champ





∇ ·D = 0,
∇ ·H = 0,
(1)
ou` E est le champ e´lectrique et µ0 la perme´abilite´ du vide. Le champ E est relie´ a` l’induction D par l’e´quation
D = εE+P, (2)
ou` ε est le tenseur statique de susceptibilite´ et P la polarisation qui de´crit l’interaction avec le cristal.
Les deux relations ∇ ·D = 0 et ∇ ·H = 0 ne jouent aucun roˆle dans la suite.
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De´sormais nous nous plac¸ons en deux dimensions d’espace. L’axe z est dans la direction de propagation de
la lumie`re et l’axe y dans la direction transverse. Les e´quations (1) se re´e´crivent


µ0∂tHx = −∂yEz + ∂zEy,
µ0∂tHy = −∂zEx,
µ0∂tHz = ∂yEx,




Une proprie´te´ importante des cristaux uni-axes (que nous conside´rons ici) est que l’on peut choisir l’axe y de
fac¸on a` annuler quatre coefficients de la matrice ε (plus pre´cise´ment εxy = εyx = εyz = εzy = 0) [2]. Dans la
suite, nous allons supposer que ce choix a e´te´ fait puisqu’il simplifie la discre´tisation.
1.2. Description de la matie`re
Il nous reste a` de´crire la re´ponse du cristal a` l’impulsion laser. Nous allons mode´liser chaque mole´cule du
cristal comme un atome (ou un petit groupe d’atomes isole´s) avec un unique e´lectron ayant N niveaux d’e´nergie
discrets. Cet atome re´agit a` la lumie`re comme un dipoˆle quantique. On verra que malgre´ cette simplification,
le mode`le de´crit assez pre´cise´ment l’interaction lumie`re-matie`re.
Un e´lectron a, en l’absence d’impulsion lumineuse, N niveaux d’e´nergie (e´ventuellement de´ge´ne´re´s) avec des
e´nergies correspondantes que nous allons noter Ei = ~ωi, i = 1..N . Pour chaque e´nergie, nous choisissons une
fonction propre φi de l’hamiltonien libre H0 de l’atome. Nous faisons l’hypothe`se que l’e´tat quantique ψ de
l’e´lectron soumis au laser est une combinaison line´aire des fonctions propres de l’e´lectron isole´ (hypothe`se de
faible interaction).
Comme un grand nombre d’atomes interagit avec la lumie`re, nous allons utiliser une description statis-
tique plutoˆt que le formalisme des fonctions d’ondes. Pour cela, nous de´finissons la matrice densite´ ρ par
(ρrs)1≤r,s≤N = < ψr|ψs >, ou` < | > correspond au produit scalaire usuel [5]. La moyenne est prise sur un
petit e´chantillon de mole´cules. Nous rappellerons juste que les termes diagonaux de la matrice densite´ donnent
la densite´ de population dans chaque niveau d’e´nergie et les termes extra-diagonaux les couplages entre ces
niveaux. A` partir des fonctions propres de l’hamiltonien libre, nous pouvons e´galement de´finir une matrice de
vecteurs dans MN (C
3) qui de´crira la re´ponse du cristal a` l’impulsion lumineuse. Cette matrice dipolaire µ est
de´finie par
(µrs)1≤r,s≤N = −e < ψr|rψs >, (4)
ou` −e repre´sente la charge e´lectronique et r le vecteur position (ayant pour origine le noyau de l’atome). La
matrice dipolaire µ de´pend de la structure quantique du milieu conside´re´. Nous verrons comment la de´terminer
dans la section 1.3.
L’hamiltonien H de l’e´lectron est classiquement de´compose´ sous la forme H = H0+V ou` H0 est l’hamiltonien
libre et V le potentiel re´sultant de l’interaction avec l’onde. A` partir de l’e´quation de Schro¨dinger, on trouve
l’e´quation d’e´volution de la matrice densite´ [5, 6] :
∂tρrs = −ıωrsρrs +
ı
~
[V, ρ]rs, 1 ≤ r, s ≤ N, (5)
ou` ωrs = ωr − ωs et pour deux ope´rateurs A et B, [A,B] ≡ AB −BA.
L’e´lectron re´agit comme un dipoˆle quantique, le potentiel est donne´ par
V = −µ ·E ≡ −µxEx − µyEy − µzEz. (6)
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Le couplage entre le milieu et l’impulsion lumineuse se fait au travers du terme de polarisation intervenant
dans les e´quations de Maxwell (2) et (3) donne´ par
P = N tr (µρ) ≡ N





ou` N est le nombre de dipoˆles quantiques par unite´ de volume dans le cristal.
Nous obtenons alors le syste`me final (8) des e´quations qu’il nous faut re´soudre pour e´tudier la propagation
lumineuse a` l’aide du mode`le de Maxwell-Bloch.


µ0∂tHx = −∂yEz + ∂zEy,
µ0∂tHy = −∂zEx,
µ0∂tHz = ∂yEx,




P = N tr (µρ),
∂tρrs = −ıωrsρrs −
ı
~
[µ ·E, ρ]rs, 1 ≤ r, s ≤ N.
(8)
1.3. Matrice dipolaire pour des cristaux non-line´aires
Comme on l’a vu pre´ce´demment, pour pouvoir utiliser le mode`le de Maxwell-Bloch pour de la propagation
dans des cristaux non-line´aires, il faut de´terminer une matrice dipolaire µ adapte´e.
Nous pre´sentons ici les grandes lignes de cette de´termination, tous les de´tails e´tant donne´s dans [1]. Pour cela,
nous allons utiliser les grandeurs physiques pouvant eˆtre de´termine´es expe´rimentalement (ce qui n’est pas le cas
de la matrice dipolaire). La matrice dipolaire sera de´termine´e a` partir de mesure des susceptibilite´s line´aire et
quadratique et de la composition du groupe d’isome´tries du cristal. Nous spe´cifions une matrice dipolaire pour
un cristal de KDP mais la me´thode de´veloppe´e peut eˆtre adapte´e pour une large classe de cristaux.
Pour simplifier l’e´tude, nous allons conside´rer que chaque e´lectron a trois niveaux d’e´nergie discrets e´ventuellement
de´ge´ne´re´s. En effet, nous cherchons un mode`le simple. Comme nous souhaitons e´tudier la ge´ne´ration de seconde
harmonique, un mode`le a` au moins trois niveaux est ne´cessaire. Conside´rer plus de niveaux distincts rajouterait
de la complexite´. Le degre´ de de´ge´ne´rescence de chaque niveau reste cependant a` de´terminer. Les e´nergies
correspondant a` chaque niveau peuvent eˆtre obtenues expe´rimentalement a` l’aide du spectre d’absorption du
cristal dans la gamme de fre´quence qui nous inte´resse par exemple.
Le processus peut eˆtre de´compose´ en trois e´tapes. Dans une premie`re e´tape, il nous faut relier les suscepti-
bilite´s line´aire et quadratique (grandeurs macroscopiques) a` la matrice dipolaire (grandeur microscopique) que
nous voulons de´terminer. Ces relations sont classiques [5] et ont e´te´ e´crites dans le cas de niveaux d’e´nergie
de´ge´ne´re´s [1]. Ces relations sont obtenues en de´composant d’abord la matrice densite´ ρ en puissance du champ
e´lectrique E a` l’aide des e´quations de Bloch (5). On utilise ensuite l’expression de la polarisation en fonction
de la matrice densite´ (7). On identifie les coefficients des diffe´rentes puissances de E dans cette expression
avec la de´composition de la polarisation en puissance du champ e´lectrique dans laquelle les coefficients sont
les susceptibilite´s optiques. La re´ponse line´aire du milieu au passage de l’impulsion a` la fre´quence ωp est alors















, k, ℓ ∈ {x, y, z}, (9)
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ou` ρe est la matrice densite´ a` l’e´quilibre thermodynamique, les niveaux sont compte´s avec leurs multiplicite´s.
Malheureusement, ces relations ne suffisent pas a` de´terminer entie`rement la matrice dipolaire puisque expe´rimentalement
on n’obtient des valeurs de χ(1) que pour certaines valeurs de ωp.
Dans une deuxie`me e´tape, pour e´liminer quelques coefficients de µ, on utilise alors un mode`le de la sus-
ceptibilite´ line´aire de´veloppe´ dans [11]. Dans ce mode`le a` trois niveaux d’e´nergie, la susceptibilite´ line´aire est
e´crite a` l’aide d’une formule de Sellmeier (i.e. sous une forme simplifie´e de (9) ) dont les coefficients sont
de´termine´s pour approcher au mieux les courbes expe´rimentales disponibles. Contrairement a` (9), toutes les
re´sonances ωnm n’interviennent pas dans [11], ce qui permet d’annuler des coefficients de µ par identification.
En comparant l’expression de la susceptibilite´ line´aire donne´e par ce mode`le et l’expression faisant intervenir
la matrice dipolaire, nous obtenons ainsi des relations alge´briques que les coefficients de la matrice dipolaire
doivent satisfaire.
Nous utilisons ensuite le groupe d’isome´trie du cristal note´ G. L’hamiltonien libre de l’e´lectron commute
avec les e´le´ments de ce groupe, donc les sous-espaces propres de H0 sont stables par le groupe de syme´trie.
Nous pouvons donc de´composer chaque sous-espace propre en somme directe de repre´sentations irre´ductibles
pour G. Chacune de ses repre´sentations est le plus grand sous-espace stable non trivial sous l’action de G.
Les coefficients de la matrice dipolaire µ sont calcule´s a` l’aide de deux fonctions propres (4). Nous de´terminons
la nullite´ ou non de ces coefficients suivant l’appartenance des fonctions propres ψr et ψs a` l’une des repre´sentations
irre´ductibles de G.
Munis de cette information, nous construisons les trois sous-espaces propres a` l’aide de repre´sentations
irre´ductibles pour que les conditions alge´briques obtenues a` la deuxie`me e´tape soient ve´rifie´es tout en ayant le
moins possible de de´ge´ne´rescence. Nous postulons ainsi le mode`le le plus simple pour la structure quantique du
cristal (i.e. le degre´ de de´ge´ne´rescence et la composition de chacun des trois niveaux d’e´nergie).
Ce mode`le dont seul le niveau fondamental est de´ge´ne´re´ (3 fois) a 5 niveaux d’e´nergie au total. La matrice
dipolaire correspondante est donc dans M5(C
3). Ce mode`le nous fournit la grande majorite´ des coefficients de
la matrice dipolaire.
Il reste encore a` ce stade deux coefficients a` de´terminer. Pour cela, nous choisissons ces coefficients pour
approcher au mieux les courbes expe´rimentales disponibles pour la susceptibilite´ quadratique du cristal a` l’aide
d’une expression similaire a` (9) pour la susceptibilite´ quadratique.
2. Sche´ma nume´rique
Les grandeurs physiques (E, D, H, P, ρ) de´pendent de trois variables : le temps t et les coordonne´es y
(dans la direction transverse) et z (dans la direction de propagation de l’onde). Le dispositif expe´rimental est
repre´sente´ sur la figure 1.





On prendra des conditions aux limites pe´riodiques dans la direction transverse et de Silver-Mu¨ller dans la
direction de propagation.
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Pour une fonction u de´finie sur la grille, nous allons noter unj,k (ou u|
n
j,k) la valeur de u au point (tn, yj , zk)
de la grille, ou` tn = nδt, yj = jδy, zk = kδz, δt est le pas de temps, δy le pas d’espace dans la direction y et δz
le pas dans la direction z.
On notera e´galement Dt, Dy, Dz, les ope´rateurs aux diffe´rences finies centre´es dans les directions t, y, z.

















2.1. E´quations de Maxwell
Les e´quations de Maxwell sont discre´tise´es par une me´thode de diffe´rences finies en adaptant le sche´ma de
Yee [10]. Nous avons repre´sente´ le sche´ma correspondant sur la Figure 2.
Figure 2. Sche´ma de discre´tisation des e´quations de Maxwell-Bloch.
t = nδt


























































qui permettent de calculer le champ magne´tique H a` chaque pas de temps pourvu que le champ e´lectrique E
soit connu. Nous verrons dans la section 2.2 comment de´terminer le champ e´lectrique a` partir de l’induction et
de la polarisation.
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Si le champ magne´tique Hn+
1
2 est connu, on peut donc ainsi entie`rement de´terminer l’induction Dn+1.
2.2. Traitement de la polarisation et calcul du champ e´lectrique
Pour re´soudre les e´quations de Faraday (10) au temps tn+ 3
2
, il nous faut encore calculer En+1. Nous allons
proce´der en quatre e´tapes. Si l’on suppose que Hn+
1
2 est connu, les e´quations d’Ampe`re (11) au temps tn+ 1
2
nous fournissent Dn+1.
Le champ e´lectrique est donne´ par
En+1 = η(Dn+1 −Pn+1), (12)
donc il nous faut aussi obtenir la polarisation P au temps tn+1. Si la polarisation P


















2 ]), d ∈ {x, y, z},
pour obtenir Pn+1.
Il nous reste alors a` calculer V n+
1
2 . D’abord, nous calculons
Pn+
1

















On obtient alors En+1 a` partir de (12). Il nous reste a` calculer la matrice densite´ ρn+
1
2 pour fermer le
syste`me.
2.3. E´quations de Bloch
La discre´tisation des e´quations de Bloch est de´crite dans [7], nous la rappelons ici. Les e´quations de Bloch
donnent
∂tρrs = −ıωrsρrs −
ı
~
[V, ρ]rs, 1 ≤ r, s ≤ N,
ou` V = −Exµx − Eyµy − Ezµz.
A` chaque pas de temps, et en chaque point (j, k), nous calculons le potentiel V par





























[H0 + V, ρ]rs, (15)
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ou` H0 = diag (~ωi)1≤i≤N est la matrice de´crivant l’hamiltonien libre.
















(H0 + V (s))ds
)
. (16)
Il nous reste a` approcher les inte´grales intervenant dans (16) par
∫ t
0
(H0 + V (s)) ds ∼ t
(























































ceci en chaque point du domaine spatial (il n’y a pas de de´rive´es spatiales dans les e´quations de Bloch).
3. Expe´riences nume´riques
3.1. Auto-focalisation
Dans cette section, nous allons montrer que le mode`le de Maxwell-Bloch peut rendre compte d’effets cubiques.
Pour cela, nous pre´sentons une expe´rience d’auto-focalisation. En effet, l’indice optique d’un mate´riau de´pend
de l’intensite´ lumineuse incidente. Cette de´pendance n’est sensible que pour des faisceaux tre`s intenses.
Dans cette expe´rience, nous allons conside´rer un faisceau gaussien durant 7.5 fs (soit un peu plus de deux
pe´riodes) et de 12µm de largeur transverse et de longueur d’onde 1.06µm. Le faisceau a une intensite´ de
1.5 × 1010 V/m. Le cristal de 100µm d’e´paisseur est pre´ce´de´ de 12µm de milieu line´aire (a` l’indice du cristal
pour minimiser les re´flexions a` l’interface). Le faisceau laser attaque le cristal a` l’incidence normale.
Nous prenons 100 points par longueur d’onde dans la direction de propagation de l’impulsion lumineuse et
120 points dans la direction transverse.
On a repre´sente´ les flux d’e´nergie a` la fin de l’expe´rience sur la figure 3. Le flux Fy contient l’harmonique
fondamentale et les harmoniques impaires. Le flux Fx contient la deuxie`me harmonique et les harmoniques
paires.
Sur la figure repre´sentant Fy, on observe bien que le faisceau se focalise de plus en plus au fur et a` mesure
de la propagation dans le cristal. Sur le flux Fx, on observe un peu de ge´ne´ration de seconde harmonique
(initialement il n’y a pas d’e´nergie dans cette polarisation). Mais comme la condition d’accord de phase n’est
pas ve´rifie´e, la croissance est limite´e.
3.2. Mode´lisation de de´fauts
Le mode`le de Maxwell-Bloch est un mode`le microscopique. On peut donc lui apporter des perturbations
microscopiques comme des de´fauts (par exemple survenus lors de la croissance du cristal) et e´tudier leur influence
sur la propagation lumineuse.
Nous conside´rons un faisceau laser gaussien de 10 fs (soit environ 2.8 pe´riodes), de 15µm dans la direction
transverse. Son intensite´ est de 109 V/m et sa longueur d’onde de 1.06µm. L’impulsion laser touche le cristal a`
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Figure 3. Flux d’e´nergie dans les polarisations y et x. L’unite´ d’e´nergie est arbitraire.
l’angle d’accord de phase (voir [5] par exemple). Le cristal traverse´ a une e´paisseur de 30µm. Nous conside´rons
toujours une grille de 100 points par longueur d’onde dans la direction longitudinale et 100 points dans la
direction transverse (δz = 0.0106µm, δy = 0.42µm). Le pas de temps est donne´ par une condition CFL a` partir
des pas d’espace (δt = 0.02 fs).
Au centre du cristal, un de´faut est mode´lise´ par un cercle de 1µm de rayon. Dans ce de´faut, on a fait tourner
les axes optiques du cristal de 10% (et donc le tenseur ε et la matrice dipolaire µ) par rapport a` l’angle d’accord
de phase.
Sur la figure 4, nous avons repre´sente´ le flux d’e´nergie dans la polarisation y avec et sans le de´faut cristallin.
Figure 4. Flux d’e´nergie dans la polarisation y a` la fin de l’expe´rience (apre`s 74 fs) avec et
sans de´faut cristallin. L’unite´ d’e´nergie est arbitraire.
On peut voir que l’harmonique fondamentale se propage sans perturbation visible du fait du de´faut cristallin.
Sur la figure 5, nous avons repre´sente´ le flux d’e´nergie dans la polarisation x avec et sans le de´faut cristallin.
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Figure 5. Flux d’e´nergie dans la polarisation x avec et sans le de´faut apre`s 74 fs. L’unite´
d’e´nergie est arbitraire.
Sur la premie`re image de la figure 5, on peut observer que l’e´nergie se concentre sur le de´faut. La pre´sence d’un
de´faut cristallin influence donc la ge´ne´ration d’harmoniques et cette concentration d’e´nergie peut endommager
le cristal si on utilise des lasers de forte intensite´.
Conclusion
Dans cet article, nous avons de´crit un mode`le microscopique adapte´ pour de´crire la propagation d’une impul-
sion ultra-courte dans un cristal non-line´aire. Contrairement aux mode`les macroscopiques classiques, ce mode`le
tient compte de la dispersion des non-line´arite´s et ne se limite pas a` la seule non-line´arite´ quadratique. Il rend
compte de nombreux phe´nome`nes physiques (Raman,. . . ), ce qui peut rendre difficile l’e´tude d’un phe´nome`ne
particulier. De plus, l’e´tude mathe´matique et nume´rique de la non-line´arite´ n’est pas aise´e [4]. Il est cepen-
dant beaucoup plus couˆteux nume´riquement ce qui limite son utilisation aux faibles e´paisseurs cristallines.
Cependant, il peut servir a` valider des mode`les macroscopiques dont le couˆt nume´rique serait plus acceptable.
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